TD Calcul algébrique

Manipulation algébriques

0YB Exercice 1 Z @& Simplifier les expressions

Loa) (a)? b) (a")" ¢ o
a’n
2. &) T olun = S b) min — 9 573
708 Exercice 2 @& Factorlser
1. a® — 8b3 2.a"—1 3. a2"+1 + 1 4. % a* + 4b*
LT4 Exercice 3 Trouver les n € N tels que 1. 77:17-452 eN . % "2+7 € N.

Indication : Forcer 'apparition au numérateur d’un multiple du dénommateur.

Sommes

1RJ Exercice 4 Z Calculer

n

L (=1)F5k. 2. 3 2kgn—k > - SRz =1

k=1 k=0 k=0 k=1
0FQ Exercice 5 Z Calculer
(1 1 N1 & S kg2
1. kzl (E - n+37k) 2. kzl RORET) 3. > min(k,n) 4. % Y (—-1)"k
— = - k=1
1JT Exercice 6 Z Soit n > 1. On note U,, ’ensemble des racines n-iémes de I'unité. Calculer
1L Y w 2. > w™, enfonctionde m € N. 3. [ w
wey, wey, weU,
08L Exercice 7 Z Exprimer le produit suivant en termes de factorielles.HPT Exercice 8 Z Calculer
n n n n
[T 4k2. 2 [[(1+% Ly —L— 2. TT(1—2)
k=1 k=1 (1+3) jy VRFTHVE k=2 w
77,2
156 Exercice 9 Calculer Y [VE].
k=1
vii6 Exercice 10 % Soit £ un ensemble de cardinal n. Calculer la somme Y Card A, portant sur toutes les parties A de F.
ACE
ks7 Exercice 11 % s [ENS 2023] Soient n € N* et (z1,...,2z,) € R™ Montrer qu’il existe m € Z et S un sous-ensemble non vide de
[1,n] tels que |m — > x;| < n+1
i€S

Coefhicients binomiaux et bindome de Newton

GvM Exercice 12 Z & Calculer

1. i 2k+1 (Z) 2. i 2k5n—k<:) 3. i 2k3n—2k (Z)
k=0 k=1 k=0
J1V Exercice 13 Z Soitn € N.
n [n/2]
1. Montrer que Y. (Z) = 2", 2. En déduire que 3 +1 < (2:) < 4™, 3. & Montrer que Y (27;;) =on—1

639 Exercice 14 1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un couple d’entiers (a,,, b,) tels que (3 + 2v/2)" = a,, + v/2b,,.
2. Exprimer (3 — 2v/2)" en fonction de a,, et b,. Montrer que (3 4 2v/2)" + (3 — 21/2)" est un entier pair.
3. Montrer que 0 < 3 — 2¢/2 < 1. En déduire que la partie entiére de z,, = (3 + 2v/2)" est impaire. Sachant que 2!° > 103,
montrer que le développement dec1mal de z340 contient au moins 200 chiffres 9 apres la virgule.

Kk3 Exercice 15 & Calculer

Z’f() 2, Z wr (k) 3.2 k(7).
Indlcatlon Considérer f(x) =Y ) _oz* (7 ) ou applzquer la formule du capitaine.
AE5 Exercice 16 % TRINOME Soient a,b,c € N etn = a + b + c. Dans le développement de (x + y + 2)", quel est le coefficient en

x%yP2¢?
. . n n+k n n— k
sAz Exercice 17 Y % Soit n > 0. Calculer 1. kzo(n —k)("F). 2. kZ:OQ Bk,
Inégalités

2n
wBZ Exercice 18 Z Pourn € N, on note S,, = > k. Montrer qu’il existe deux constantes strictement positives C; et C telles que
k=1

VneN, Cin®<8S, <Cyn’.

NP6 Exercice 19 Soit (;)1<i<, des réels tels que Z x; = 0. Onnote m = mlna: et M = max ;. Montrer que Z x? < —nmM.
i=1 =1

Indication : Traduire hypothése m < x; < M par la positivité d’une expression quadratique, et sommer.



Polynomes

psL Exercice 20 Z Soita € Ret P(z) = 2% + ax + 1.
1. Sans calcul lourd, montrer que si |a| > 2, P admet deux racines réelles A, p vérifiant 0 < |A| < 1 < |pl.
2. Préciser le signe de ) et i en fonction de celui de a.

38E Exercice 21 Soit P =) 1" a; X" un polyndéme scindé, dont on note 1, .. ., ¥, les racines. On suppose ag # 0 et a,, # 0. Montrer
que les z; sont non nulles, et exprimer > mi en fonction des coefficients de P.
120 Exercice 22 #Z SommEs DE NEwTON Soit P(z) = 23 — 3z — 1.
1. Justifier brievement que P admet exactement trois racines réelles o, 3, 7, c’est-a-dire que P s’annule trois fois.
2. Calculer le produit af7, la somme S; = a + 3 + 7, puis So = a? + B2 + 42

3. Pour n € N, on pose S,, = a™ + 8™ 4+ ™. Montrer que (S, )nen Vvérifie une relation de récurrence d’ordre 3. En déduire que
vn eN, S, € Z

Ce résultat reste valable pour tout polyndme unitaire a coefficients entiers.

21G Exercice 23 % Soient 27 < ... < x,, des réels.
1. Justifier brievement que {x eER|IYN, ﬁ > 1} est une réunion d’intervalles disjoints.

2. Calculer la somme de leurs longueurs.

Sommes doubles

AzwW Exercice 24 Z Calculer les sommes suivantes :

LY 2. Y ij 3. Y min(i, j) 4 Ji—gl

1<ij<n 1<ij<n 1<iy<n 1<i<j<n
5P9 Exercice 25 Exprimer les produits suivants en termes de factorielles

LI i 2. II i
1<i,j<n 1<i<j<n
TZC Exercice 26 Z IDENTITE DE LAGRANGE Soit ay,...,a, etby,...,b, des réels.

1. Montrer que

n n n 2
<Z a12> (Z bz2> - (Z azb1> == Z (aibj —ajbi)Q.

1<i<j<n

i=1 i=1
3. % Quel est le cas d’égalité ?

1H5 Exercice 27 s SOMME DE TERMES DE LA SERIE HARMONIQUE On note H,, = >_'_, +. Exprimer Z;‘L:1 H; en fonction de H,,.

2. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n
E a;b;
i=1

Décompositions en base b

416 Exercice 28 % Développer le produit [] (1 4+ a? ). Quelle est sa valeur quand a = 2°?
k=0

M . mo
VHL Exercice 29 % ¥ [ENS 2022] Soient m, M,r € Navecr > 3,etko,...,ky € Ztelsque > k" = Y 7"
i=0 i=0

M
Montrer que > |k;| > m + 1. Indication : Procéder par récurrence, sur 'une des données.

=0

Autres

FR8 Exercice 30 & FORMULE DU CRIBLE, OU PRINCIPE D' INCLUSION-EXCLUSION Soit F un ensemble fini.

1. Soit A C E.Quevaut >, 1,(x)?
zeE

2. Soit A, B C E. Exprimer 14np et 1 puis 1 45 en fonction de 14 et 1p.
3. % Soit A1, ..., A, des parties de E.
a) Exprimer 14,n...n4,,, puis 14,u...u4, en fonction des 14,.

n n k
b) Montrer que ‘ U Ak’ = Z(—l)k'"1 Z ‘ ﬂ A,
k=1 k=1 1<iy <ip<..<ip<n  j=1
Cela généralise la formule |[AU B| = |A| + |B| — |AN B|.

2im 2im

EF5 Exercice 31 % On considére un rectangle a X b pavé par des rectangles de tailles 1 x m et n x 1. On pose w,, = e n etw,, =em .
En associant a chaque case (7, j) du rectangle, le nombre w?,w? , montrer que m | boun | a.

nwm?
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